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3. Logica del Predicati

3.1. DallaLogicadelle Proposizioni alla L ogica de Predicati
[BO, cap. VII]

e Lalogicadelle proposizioni costituisce solo la parte elementar e dellalogica dedut-
tiva, ma non puo esaurire tutte le forme valide di dimostrazione.

e Ad esempio, setraducessimo in termini di logica proposizionale o schema fonda-
mentale del sillogismo, il semplice Barbara:

Seogni MeP
ed ogni SéM
alloraogni SeP

Otterremmo la formula <(pAqg)—r> che non e unalegge logica: infatti per p/1,
g/1, r/0 risulterebbe falsificata.
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e L’errore e chelaformuladel Barbara e unaformuladi logica dei termini non di lo-
gica delle proposizioni. M, Se P sono variabili terminali, non proposizionali.

e Generamente, lalogica dei termini sl suddividein:
1.Logica del predicati
2.Logicadelleclass
3.Logica délerelazioni

e Néellalogicade predicati, infatti, non consideriamo piu, nello studio delle argomen-
tazioni valide, le proposizioni semplici come altrettante “ scatole nere’, maci inte-
ressiamo dellaloro costituzione interna. P.es., il sillogismo e una metodologia
d’inferenza deduttiva per connettere in modo valido soggetto e predicato nella con-
clusione a partire dalle connessioni fra soggetto e predicato nelle due premesse
(maggiore e minore).

e Cosl, nellalogicade predicati i due componenti fondamentali non sono variabili
proposizionali e predicati (costanti) proposizionali, mavariabili terminali
(x,y,z,w,...) che denotano oggetti individuali generici (in LN: “qualcosa’, “qualcu-
no”), costanti terminali (a,b,c,...) che rappresentano nomi di oggetti singoli deter-

Corso 20566 Slide 183



minati (corrispondenti in LN, p.es., anomi propri nel caso di viventi, denotazioni di
0ggetti singoli anche inanimati: “quell’ auto”, “quellacasa’, etc.) e predicati (co-
stanti predicative) terminali (P, Q, R,...) al1,2,3,...,n argomenti.

e Per poter simbolizzare proposizioni universali generiche, dove cioe gli argomenti
del predicati sono variabili terminali (che denotano oggetti individuali generici e
non individui singoli) abbiamo bisogno di due quantificatori:

1. Quantificatoreuniversale, vV, “per ogni” = VX Px: “per ogni x che é P’
2. Quantificatore esistenziale, 3, “esiste ameno un” - 3Ix Px “esiste ameno un
xcheeP”

e Come sappiamo, le formule quantificate possono essere considerate come proposi-
zioni € non come semplici funzioni proposizionali perché ad esse possono essere
assegnati valori di verita. Infatti, malgrado nella formula sono presenti del segni di
variabili, esse sono vincolate dai quantificatori, quindi non sl tratta propriamente
di variahili.
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e > Possibilitadi connettere formule vincolate dai quantificatori mediante i connetti-
vi logici del calcolo proposizionale = formule complesse del calcolo dei predicati
C.

3.2. Cenni di sintass

e || linguaggio L dellalogicadel predicati e costituito daun alfabeto A eregoledi
formazioneF 2> L=< A,F>.

3.2.1. Alfabeto
e Sintetizzando quanto detto finora, abbiamo quattro categorie di segni:

1. Variabili individuali: x, y, z, ... con eventuali indici sottoscritti. Talvolta questi
segni sono presi anche come segni metateorici di variabili.

2. Costanti individuali: a,b,c, .... che rappresentano nomi di oggetti singoli
3. Costanti Predicative;
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PP
PR R
LA
Dove P é un segno per una proprieta o relazione e, in generale B, é la k-esima co-
gtljlinte predicativa ad n argomenti (n-adica) che indicaunarelazione fran indivi-

4. Segni logici:
a. Connettivi logici: —,A,v,—>,<
b. Quantificatori: 3, V
c. Segni ausiliari: (,)
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Alfabetodi C

Linguaggio M etalinguaggio

a. Variabili terminali: a. Metavariabili terminali:
X,Y,Z... o,fB,y,...

b. Costanti terminali: b. M etacostanti terminali:
ab,c,... u,v,0,...

c. Costanti predicative:

R PP

c. Metacostanti predicative:
oL Py P

P* P P
12 oL P 03
% 7%
d. Quantificatori d. Metaquantificatori:
34,V ex, om

c. Costanti proposizionali:

non: — (~) [NEGAZIONE]

b. M etacostanti proposizionali:
non

Corso 20566

Slide 187




e: A (-) [CONGIUNZIONE] et

0: v [DISGIUNZIONE] vel

se...dlora — (o) [IMPLICAZIONE MATERIALE] | =

se e s0l0 se: <> (=) [EQUIVALENZA] g

c. Segni ausiliari: () c. Segni ausiliari: ()

3.2.2. Regoledi formazione

e FF: Regole di formazione delle for mule a.: coincidono con le clausole della defini-
zione induttiva di formula:
Base: P/ (X;...X, ) €unaformulaelementare

Passo: a) formule molecolari; b) formule quantificate
a) —o eunaformula; aAB, avB, a—B, a«>p sono formula
b) Vxo € unaformula; Ixa € unaformula; nient’ altro € unaformula.
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3.3. Cenni di semantica
3.3.1. Regoledi quantificazione

e Lafunzione de quantificatori e essenzialmente quelladi definire il dominio di sod-
disfacibilita di un determinato predicato (qual’ elacollezione di elementi che
rende vero un predicato) , nel caso di proposizioni predicative universali, ovvero
che non sono vere solo per uno o piu singoli individui concreti (denotati da una co-
stante terminale, a, b), ma per alcuni (quantificatore esistenziale o particolare, 3) o
tutti (quantificatore universale V) gli individui generici (denotati da unavariabile
terminale, X, y) di una certa collezione (classe o insieme in logica, genere (specie) in
ontologia).

e Quattro sono leregole di quantificazione per trasformare proposizioni atomiche
del calcolo del predicati (p.es., «I’uomo € mortale») in proposizioni molecolari del
calcolo delle proposizioni (p.es., «per ogni X, Se X € uomo, allora x € mortale») cui
applicare leregole d’ inferenza relative alle leggi logiche del calcolo delle proposi-
zioni per dimostrazioni formali di validita:

1. oma pa = @v: Esemplificazione Univer sale (EU)
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2. o = oma @a . Generalizzazione Universale (GU)

3. exa pa = v . Esemplificazione Esistenziale (EE) [per v # [ e senza occor-
renze precedenti]

4. pv = exa pa.. Generalizzazione Esistenziale (GE)
dove v € un qualsiasi simbolo individuale e S denota un individuo scelto arbitra-
riamente.
- Es.(1): <vVxUx - Mx=Ua — Ma> per EU («Se ogni uomo e mortale, allo-
raevero che, se Antonio € uomo, allora Antonio € mortale»).

- Es.(2): <Uy - My = VxUx — Mx> per GU («Se un qualsias uomo € morta-
le alora e vero che ogni uomo € mortale»).

-2 Es. (3): <dIxUxAVx=UaaVa> per EE («Se esistono degli uomini vizios,
allora e vero che alcuni uomini sono viziosi»).

—Es. (4): <Pa= 3x Px> per GE («Seio penso, alorae vero che esiste qual co-
sa che pensa»).
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e Abbiamo inoltre due equivalenze per definire |’ uso di quantificatori e consentire la
verificadegli argomenti che li utilizzano, posto che sono validi se e solo se sono
validi qualunque siail numero degli individui esistenti, supposto che ne esista alme-
No uno.

1. VxPx=(PaAaPbAPcA...APn), peril quantificatore universale

2. Ixgx=(gpav gbv gcv...v¢én), per il quantificatore esistenziale
- Laverificaconsisteraallorain tentativi di invalidare I’argomento per modelli
(mondi possibili) che contengano 1, 2,...n individui.
> P. es,, I'argomento ([(¥x Cx — Ax) A (3x Cx-Gx)] — (VX Gx > AX)) (Tuti i

collie sono affettuosi, alcuni collie sono cani daguardia, quindi tutti i cani da
guardia sono affettuosi) e valido per un modello ad un solo individuo — infatti

<[(Ca — Aa)A(Can Ga)] - (Ga— Aa)> & sempre vero —, ma € invalido per
un modello adue individui. Infatti:
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({{(Ca— Aa)A(Cb— Ab)]r[(CanGa)v(CbAGb)]} > [(Ga— Aa) A (Gb— Ab)])
efalso per (Ca, Aa, Ga, Gb) / 1 e(Ch, Ab) /0
3.3.2. Regolesillogistiche

e Possibilitadi esprimere entro il calcolo del predicati tutte le fondamentali regole del
calcolo sillogistico.

¢ |nnanzitutto laregolafondamentale di ssimbolizzazione delle proposizioni a quanti-
ficazione universale e particolare (esistenziale), con le relative negative:

1. «Tutti gli uomini sono animali»: (VX(UX —> Ax)) «Nessun uomo e un angelo»:

(Vx(Ux - —Gx)).

2. «Qualche uomo corre»: (Hx(Ux A Cx)) ; «Qualche uomo non corre»:
(3x(UxA—=Cx))
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e Simbolizzazione dellaformafondamentale del sillogismo in Barbara:
<((Vx Ax > Mx) A (VXUX - AX)) — (VxUx — Mx)> («Se tutti gli animali sono

mortali e tutti gli uomini sono animali, alloratutti gli uomini sono mortali»)

e Simbolizzazione dellaformain Barbara a quantificazione particolare:
<((Vx Ix— Ex) A(3x Ix A RX)) = (3x Ex A Rx)> («Se tutti gli Italiani sono Europel

e alcuni Italiani sono Ricchi, alloraacuni Europei sono ricchi»).

e Simbolizzazione delle proposizioni tipiche del linguaggio sillogistico:
universali affermative (tipo A:«Tuitti gli Italiani corrono» (VX(lX—) Cx))),
le universali negative (tipo E: (vx (1x > —Cx))),
le particolari affermative (tipo I: (3x (1x A Cx)))

e le particolari negative (tipo O: (Hx ( IX A ﬂCx))). Ora e risaputo chei rapporti
sussistenti tra queste proposizioni sono quelli illustrati nel seguente schema:
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(A) (¥x(Ix— Cx))

contrarie

(E) (¥x(Ix—> —Cx))

subalterne

contraddittorie

subalterne

(1) (3x (1x A Cx))

subcontrarie

(0) (3x(1xA—Cx))

e Ebbene, le formulazioni alternative delle proposizioni consentono, ad esempio,
di evidenziarein modo immediato il rapporto di opposizione per contraddizione
di AconOedil conE. Infatti, sostituendo le formule delle caselle superiori con

le equivalenti, si ha:

(A) (—3x(Ix A —=Cx))

contrarie

(E) (—3x(1x A Cx))

subalterne

contraddittorie

subalterne

(1) (3x(1x A Cx))

subcontrarie

(0) (3x(1xA—Cx))

e E analogamente, sostituendo, invece, le formule delle caselle inferiori:
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(A) (¥x(Ix— Cx)) contrarie (E) (¥x(Ix—> —Cx))

subalterne contraddittorie subalterne

(1) (=X (Ix —> —Cx)) subcontrarie (0) (—x(Ix— Cx))

e Limitedel calcolo sillogistico € duplice: 1) Tratta solo predicati monoar gomentali
(predicati che esprimono proprieta e non anche relazioni); 2) Non tratta proprosizio-
ni con molteplici quantificatori nidificati, per lanecessitadi quantificare tuttele
diversevariabili di unaformula predicativa.

e Leregoled’uso per i quantificatori, nel caso di predicati a piu di un argomento sono
le seguenti:

1. Quando una funzione contiene diverse variabili, per una quantificazione completa,
occorre assegnar e un quantificatore a ciascuna di esse.
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P.es., nel caso di due variabili <Px,y> dove P=«essere a contatto con...» 2 4
possibilita: <(VX,y)(Px,y)>; <(VX)(3Y)(PX.y)>; <(IX)(VY)(PX,y)>;
<(3Ix,AY)(Pxy)>.

2. Quando diverse variabili sono quantificate dal medesimo quantificatore e lecito
scambiarli di posizione senza che cambi il senso della proposizione, ovvero
porre le variabili come argomento di un unico quantificatore.

(VX)(VY)(PX,y) < (YY) (VX)(Px,y) <> (VX y)(Px,y)
3.Viceversa, quando diverse variabili sono quantificate da divers quantificatori,
non e lecito scambiarli di posizione, senza cambiare il senso della proposizio-
né. P.es., se <Rx> sta per «essere a contatto con»:

(vX)(3y)(Rx.Y)
Vuol dire «ogni corpo e a contatto con qualche corpo» («Per ogni corpo, esiste

almeno un corpo con cui e a contatto).
|nvece:

(3y)(vx)(Rx.y)
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Vuol dire invece che «qualche corpo e a contatto con tutti gli altri» («Esiste al-
meno un corpo tale che e in contatto con tutti»).

3.3.3. Teoriade gradi semantici (del tipi)

e Negli esempi dati finora ci sslamo sempre mossi entro il calcolo del predicati del
primo ordine, dove gli argomenti del predicati e quindi dei quantificatori sono
sempre variabili terminali, termini che denotano individui.

e Nel calcolo dei predicati del secondo ordine, gli argomenti di predicati e quantifica-
tori possono invece anche essere variabili predicative, ovvero ssimboli che denota-
no predicati, in quanto possono essere argomento di un predicato di ordine logico
piu alto.

e P.es, tes tipicadellalogicadel predicati eil cosiddetto principio degli indiscer ni-
bili formulato da Leibniz secondo il quale «due individui sono identici setutti i pre-
dicati che convengono ad uno convengono ad uno convengono anche al’ altro», ov-
Vero:

(x=y)=(VP)(V¥x y)(Px< Py)
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4. Logicadelleclass eidentita [BO,
pPp.117ss.]

4.1.Singolarita e identita nel calcolo dei predicati [GA1L, pp.59ss.]

e Come giaricordato piu volte, il calcolo proposizionale e del predicati hatutta la sua
potenza, per laformalizzazione della scienza moderna, e tutto il suo limite, per la
formalizzazione dellafilosofia, nel fatto di esser stato elaborato appositamente per
escludere dallalogica formale come calcolo ogni riferimento ontologico.

e |n particolare, per escludere ogni riferimento allateoria degli universali logici co-
me enti di pensiero, e del loro fondamento reale extra-mentale ed extra-
linguistico mediante lateoriadel generi naturali o nature (essenze) dei corpi intes
come enti naturali.

e Infatti, grazie a quellateoria, nella metafisica medievale, almeno quelladi ispirazio-
ne aristotelica, sl poteva distinguere fra:
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1. Universale generico o «univer sale-uno-di-molti», grammatical mente espresso
in LN dallacopula“e’ piu adestradi essa:

a. O daun nome comune (= predicazione nominale) preceduto dall’ articolo inde-
terminativo (Socrate & un uomo)* che ha come fondamento reale (denota) un
particolare genere o specie di individui, ovvero, aristotelicamente parlando, una
sostanza seconda (p.es., I’ essenza comune a genere del “mammiferi”, o alla
specie del “gatti”, del “cani”, etc.);

b. O daun aggettivo (=predicazione attributiva) che ha come fondamento reale
(denota) una particolare proprieta di un individuo €/o genere di individui, ovve-
ro, aristotelicamente parlando, di un accidente di una particolare sostanza, pri-
ma (individuo) o seconda (genere). P.es., “|’ essere bipede” comune atutti gli
uomini, ovvero a genere umano; o “I’ essere filosof0” proprio di Socrate, etc..

2. Univer sale individuale o «univer sale-uno-di-uno», grammatical mente espresso
da un nome “proprio” (p.es., “Platone’, o “Cristoforo Colombo”) e/o da un “ter-
mine descrittivo”, ovvero un’ espressione composta da piu parole, precduta
dall’ articolo determinativo (p.es., “il maestro di Aristotele” o “lo scopritore
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dell’ America’), che ha come fondamento reale non la*natura’ o genere/specie culi
lindividuo appartiene, mal’ essenza individuale di un singolo individuo, ovvero
aristotelicamente parlando, di una sostanza prima.

3. Conseguentemente, nellalogicaformale medievale s distingueva fra quantifica-
zione universale e particolare per gli universali generici (uno-di-molti), e quan-
tificazione singolar e (uno-di-uno) per gli universali individuali.

e E chiaro che, in ogni caso, metafisica medievale a parte, “nomi propri” e “termini
descrittivi”, come pure la“ quantificazione singolare”, hanno un ruolo fondamentale
in ogni LN, per il problema della denotazione di un termine (nome proprio) me-
diante larelativa connotazione (descrizione definita).

e Esd, infatti, come accenneremo, creano un’infinita di problemi in semanticafor-
male, irrisolvibili finché limitiamo I’ analisi logica delle espressioni referenziali, sia
nel linguaggi ordinari che formalizzati, alla solaindagine formale, semantica e sin-
tattica.Tali problemi sono infatti legati ultimamente al teoremi di Godel e come tali
irresolvibili finché non |i trattiamo anche in pragmatica (=teoria causale della refe-
renza)
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e —> tentativo fallito di Frege di risolvereil problemadellareferenza de termini in
semanticaformale mediante lasuateoria descrittiva della referenza

e - Formalizzazione della quantificazione singolare (3'x: “esiste un unico x tale
che...”) nel calcolo classico del predicati, senzafar riferimento ai generi ontologici,
ma solo al’ entita astratta delle class, attraverso la seguente esplicitazione di questa
guantificazione.

e Supponiamo [Cfr. GA, p.62ss.] di voler rendere nel L del calcolo del predicati
I’ espressione di L N:
«Esiste un unico filosofo»

e A tale scopo e sufficiente dichiarare:
«Esiste almeno un x tale che e filosofo e per ogni y che e filosofo y € uguale a x»

Ovvero, formalizzando:
IxX(FxA VY (Fy - y=x))

Corso 20566 Slide 201



e Seprendiamo il ssimbolo della quantificazione singolare, !X, come abbreviazione
della funzione proposizional e precedente, generalizzata a qualsiasi ssmbolo di predi-
cato, allorala precedente formuladi L N puo essere cosi formalizzata:

JIX FX

e Come vedremo subito, unatale espressione puo essere presa come denotante una
classe ad un solo membr o e tutti i nomi propri €/o i termini descrittivi singolari
POSSONO essere presi come denotanti classi di questo tipo.

e 2> Leespressioni di LN che predicano proprietadi nomi propri, p.es.:
«Socrate e filosofo»

[POSSONO essere Percio espresse in espressioni del tipo: «Esiste un unico individuo ca-
ratterizzato dalla proprieta di essere Socrate e tale individuo e filosofo», che forma-
lizzata diventa:

X (S A Fx)

e A questo punto, possiamo rendere formalmente anche le descrizioni definitein
guanto connotano termini singolari come nell’ espressione di L N:
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«Platone é il maestro di Aristotele»
Che formalizzata diventa:

Ax(PxAIY(AYAM (x,Y)))

e Come s vede e possibile esprimere nellalogicadel linguaggio dei predicati termini
di qualsivoglia complessita di L N usando semplicemente variabili, quantificatori e
Il segno d’identita, naturalmente a patto di svuotar e di significato ontologico che
gueste espressioni hanno in LN, nella metafisica medievale cheusava LN e chein-
vece possono tornare ad avere nel linguaggio di un’ ontologia formale.

e Un’'ontologia che, formalizzando, lateoria medievale degli universali, eviti i vicoli
ciechi in cui questateoria cadde allafine del Medio Evo.

4.2.Predicazione e appartenenza di classe [BO, pp.117-9]

4.2.1. Class ed estensione del predicati

e || calcolo de predicati in cui svolgono il ruolo formale di relazioni fra termini
trovano laloro piu naturale esplicazione nella nozione di classe.
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Come nella gnoseologia del senso comune ad ogni predicato del linguaggio corri-
sponde un concetto, |ogicamente parlando unaintensione che determina per ciascu-
no ed una comunita linguisticail “cio che s intende” con un predicato, nel contesto
del calcolo classico dei predicati ad ogni predicato corrisponde la sua estensione,
formalmente — nel calcolo del primo ordine — la collezione degli argomenti che sono
nomi denotanti oggetti individuali, che rendono vero il predicato. Formamente, s
tratta della collezione degli argomenti del predicato per cui lafunzione di verita as-
sociata al predicato acquistavalore 1 e non O.
L’ estensione di un predicato cosi definita e cio che denotiamo col nome di classe.
Nellateoriadelle class di Frege-Russell, ad ogni predicato corrisponde, o, se vo-
gliamo, ogni predicato determina una classe secondo il seguente, cosiddetto, assio-
ma di comprensione:

JAVX xe A & AX (D)

Dove A (in maiuscolo, grassetto) e un segno di (termine che denotauna) classee A e
Il segno del predicato corrispondente alla classe A, mentre € € un predicato termina-
le bi-argomentale che denota lar elazione di appartenenza di classe, nel senso e-
stensionale di “essere elemento di” . E chiaro che sebbene x e A siano due variabili
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terminali appartengono adue gradi semantici distinti, con A appartenente ad
un grado superiore.

o Naturamenteil predicato bi-argomentale di appartenenza puo connettere non solo
un nome di individuo e un nome di classe, ma anche due nomi che denotano class,
appartenenti adue gradi semantici diversi, nel qual caso laformula significache
unaclasse e elemento dell’ atra, ovvero che quella e sottoclasse di questa.

e || fatto che una classe possa essere membro di un’ altra, significa che essa e una mol-
teplicita ridotta a unita. Quindi, la classe e un oggetto logico-astratto e non va con-
fusa con la collezione di oggetti reali che essa denota. P.es,, |a classe astratta delle
lucertole, relativa a predicato “essere lucertola’ non va confusa col genere naturale
r eale corrispondente, ovvero la specie delle lucertole, che e compostadamilioni e
milioni di esemplari e che come tale non puo essere membro unitario di alcunché.
Ovviamente si puo predicare I’ appartenenza di un genere aun altro, p.es., della spe-
cie delle lucertole a genere del rettili. Ma questa appartenenza non vuol dir e asso-
lutamente “ esser e elemento di (membership)” ...

e - Leregolelogiche mediante le quali si decide dell’ appartenenza ad una classe nel
senso “dell’ essere elemento di...” (p.es., di un feto alla classe degli uomini), non so-
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no le regole ontologiche mediante le quali s decide dell’ appartenenza ad un genere
di un determinato ente (p.es., di un feto a genere umano).

o Laregolalogica fondamentale per decidere dell’ appartenenza di un certo
elemento ad una data classe e che soddisfi i(l) predicati(o) che deter -
mina |’ appartenenza a quella classe. P.es., in biologia per appartenere alla
classe degli umani occorre soddisfare un certo numero di predicati e le relati-
ve proprieta denotate da quei predicati, come “avereil genomatipico della
specie umana’, “avere il sistemaimmunologico tipico della specie umana’,
“avere la corteccia cerebrale tipica delle specie umana’.

o0 Laregola ontologica fondamentale per decidere dell’ appartenenzadi un
certo individuo ad un medesimo genere biologico e quelladi condividere con
gli altri appartenenti al medesimo genere, un medesimo concor so causale
che determinain maniera necessitante |’ esistenza di ciascuno come apparte-
nente a quel genere - |le proprieta che determinano |’ appartenenza alla classe
esistono virtualmente (in potenza attiva) nel concorso causale e vengono at-

tualizzate progressivamente.
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E’ chiaro chedal punto di vista ontologico con €, anche nelle intenzioni di Peano
che invento il ssmbolo come abbreviazione del termine greco esti terza persona del
presente del verbo essere, si intende esprimere formal mente |a copula che connette
soggetto-predicato in ogni enunciato predicativo.

Cosl, p.es., dl’espressione di LN “il cielo e azzurro”, corrisponde simbolicamente,
e biunivocamente, unaformula di appartenenza come ce A che fornisce la semantica
estensionale dellaformula del calcolo dei predicati Ac, dove invece manca questa
corrispondenza biunivoca con LN.

Naturalmente, nulladi male ainterpretare il semantema “essere” come relazione
formale di appartenenzand senso di membership: questo € certamente uno del tanti
sens che hain LN, diventato preponderante nella scienza moderna dopo la na-
scita del concetto matematico di “funzione’.

|| problema e |” atteggiamento ideologico moderno di ridurrelo “€” di LN allasola
funzione linguistico-formale di copula. Far questo significa seguire un’ ontologia di
tipo kantiano con la quale, ovviamente, molti contenuti fondamentali del semantema
“essere”’ di LN vengono eliminati.
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e P.es., innanzitutto sl eliminala possibilita di formalizzare una metafisica naturalista
— di qui I'impossibilita, frale altre, di unainterpretazione realista della nozione di
“causa’, dacui I'impossibilita di ogni provadell’ esistenza di un Principio Assoluto
da cui I’ esistenza del mondo causal mente dipenda, etc. Ma questo riduzionismo me-
tafisico elimina anche tutti i contenuti di un’ ontologia naturalista da associare alle
scienze naturali, ovvero s forza un’ interpretazione ontol ogica puramente fenomeni-
stadelle scienze, ala E. Mach, per intenderci, un’ interpretazione su cui la gran parte
degli scienziati stessi non sarebbe d’ accordo.

e E’' chiaro chetutte le espressioni dell’ ordinario calcolo del predicati hanno un loro
corrispettivo nel calcolo delle classi, uso dei quantificatori incluso. Cosi le proposi-
zioni aquantificazione univer sale del calcolo del predicati S possono esprimere
nel in proposizioni del calcolo quantificato delle class.

P.es.: laproposizionedi C: VX(UX—) Mx) diviene nel calcolo delle classi:

vx((xeU) > (xeM))

Il che significa che la classe degli uomini U e sottoclasse della (inclusa nella) classe dei
mortali M, ovvero: <Uc M >
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4.2.2. Principali relazioni fra class [BO, 120ss.]

e Leprincipali relazioni frale classi hanno sempre un loro corrispettivo nellalogica
del predicati e delle proposizioni, tanto da poter essere definite nel termini di queste.
Inoltre, possono essere agevolmente rappresentate graficamente mediante | cosiddet-

ti diagrammi di Venn:

1.1nclusione (c): Ac B =: VX((XE A)—(xe B))

Se tutti gli elementi della prima classe sono inclus
nella seconda, la prima e inclusa nella seconda

2. Uguaglianza (=):  A=B =: Vx((xe A)«>(xeB))

Sel’inclusione delle class ereciproca, le due class
sono dette uguali.

3.Esclusione(g): A gB=Vx((xeA)—>—(xeB))
Se nessun e emento della prima classe e incluso nel- @‘
|a seconda, |a prima esclude la seconda.
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4.Complemento (A): (xe A)= —(xeA)

Laclasse A & detta complemento dellaclasse A, setuitti gli ele-
menti che appartengono ad A non appartengono ad A e viceversa.

5.Somma (U): (xe(AUB)=(xeA)v(xeB))

Lasomma o unione di due classi e la classe che con-
tiene gli elementi di ambedue.

6.Prodotto (n): (xe(AnB)=(xeA)A(xeB))

Il prodotto o intersezione C di due class elaclasse (e)

deali elementi comuni ad ambedue.

e Esiste uno stretto rapporto fralogica delle class e delle proposizioni, tanto che
molti degli assicomi del calcolo delle proposizioni valgono anche per il calcolo delle
classi.
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e | rapporti fraconnettivi proposizionali e connettivi di classe sintetizzano bene
guesto stretto rapporto frai due calcoli:
/= equivalenza/uguaglianza
—/  negazione/complementazione
—/c implicazione/inclusione
v/L  disgiunzione (somma)/unione
Al congiunzione (prodotto)/inter sezione

e Laclasse universale U e laclasse che contiene come elementi tutte le class ed ha
proprieta simili allaverita nellalogicadelle proposizioni.

1. Ogni classe A einclusanellaclasse universale U / Ogni proposizione p, verao
falsa che sia, implica una proposizionevera 1
VA (Ag U) / Vp(p:l)

2.L’unione di unaclasse qualunque A e della classe universale U e uguae alla clas-
se universale/ Lasomma (disgiunzione) di una qualungue proposizione p, verao
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falsa, con una proposizione vera 1 equivale ad una proposizione vera.
AuU=U /| (pvl])e1l

3.L’intersezione della classe universale U con unaqualsiasi classe A euguale a
guesta classe / Lacongiunzione (prodotto) di unaqualsiasi proposizione p con la
proposizione vera 1 equivale alla proposizione p stessa (sara una proposizione ve-
ra, Sep evera, saraunaproposizione falsase p efasa)

AnU=A | (pArl)ep

e Laclassevuota () e laclasse cui nhon appartiene alcun e emento. Di per sé€ una
classe, per esistere logicamente, deve contenere ameno un elemento. P.es,, laclasse
del satelliti di Venere non esiste, perché il pianeta Venere non haacun satellite. Tut-
taviala classe vuota e un costrutto logicamente importante per vari motivi.

o Dal punto di vista dellafondazione dei numeri come “classi di class” il nu-
mero “0” e definito come “classe di tutte le class vuote’, come il numero “1”
e definito come “classe di tutte le classi con un elemento”, il “2” come “classe
di tutte le class adue elementi”, etc.
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o Inoltrela*“classe vuota’ € la classe contenutain ogni classe ben definita per-
ché e |la sotto-classe che contiene tutti gli elementi che non appartengono a
guella classe, ovvero gli elementi che appartengono alla classe complementa-
re di quelladata. || che e come dire che la classe e ben costruita per discrimi-
nare fragli elementi che vi appartengono e quelli che non vi appartengono.

e Ma, soprattutto, la classe vuota ha delle proprieta del tutto simili a quelle dellafalsi-
ta in logicadelle proposizioni. Analogamente, main maniera contrapposta, alle cor-
rispondenze che abbiamo trovato fralaclasse U inlogicadelleclass elaV (1) in
logica delle proposizioni, valgono le seguenti corrispondenze fralaclasse @ elaF
(0) inlogicadéelle proposizioni:

1.0gni classe A includelaclasse vuota @ / La proposizione falsa O implica qual-
siasi p, verao falsache sia

VA(@QA) / Vp(O: p)

2.L’unione di unaclasse qualungque A e della classe vuota @ e uguale allaclasse A /
Lasomma (disgiunzione) di una qualungue proposizione p, vera o falsa, con una
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proposizione vera 0 equivale alla proposizione p (sara una proposizione vera, se p
e vera, saraunaproposizionefalsase p efalsa).
Aud=A | (pv0)ep

3.L’intersezione della classe vuota & con una qualsiasi classe A € uguale allaclas-
sevuota @ / Lacongiunzione (prodotto) di unaqualsiasi proposizione p con la
proposizione falsa 0 equivale alla proposizione falsa 0.

AnDd=J | (pr0)e0

4.2.3. Class einsiemi
¢ Infine € importante sottolineare quale siala differenza fondamentale fra class e in-
siemi.
e Come sappiamo, almeno nellateoria elementare delle class che stiamo qui illu-

strando, le classl sono costituite mediante un assicomadal significato molto intuitivo,
gualeil giacitato assoma di comprensione (cfr. 84.2.1, assioma (1)).
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e Viceversa, gli insiemi sono costr uiti (se ne dimostra cioe |’ esistenza) attraverso il
potente teorema dell’insieme potenza di Cantor. Secondo questo teorema “ogni
Insieme A e sottoinsieme del suo insieme-potenza PA”, dove PA el’insieme di tutti
| sottoinsiemi costruibili combinando gli elementi di A. Se dunque la cardinalita (=
il numero degli elementi) di A en, lacardinalitadi PA sara?2".

e P.es, dato uninseme A di quattro elementi {a, b, c, d}, pUO essere considerato
come sottoinsieme dell’ insieme-potenza di A, PA=B, composto di sedici elementi.
B sara composto cioe da sottoinsiemi costituiti da tutte le combinazioni possibili de-
gli elementi di A: nessuno, auno auno, adue adue, atre atre, e, infine, aquattro a
quattro, cioe A: {{<}, {&, {b}, {c}, {d}, {ab},{ac} {ad}, {bc},{bd}, {cd},
{ab,c}, {ab,d}, {acd}, {b,cd}, {ab,cd}}, intotae 16 elementi (sottoinsiemi), fra
| quali s trovail nostro insleme A di partenza, di cui cosl abbiamo dimostrato
I’ esistenza. Ovviamente, a sua volta, il nostro insieme potenza, B, composto di 16
elementi sara sottoinsieme del suo insieme-potenza PB=C, nel nostro caso con una
cardinalita di 2'° elementi, e cosi viaal’infinito...
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e Come s vede, esiste uno stretto rapporto frainsieme e oggetti matematici, costitu-
tivamente e non solo intuitivamente.

o Intutitivamente tale relazione esiste perche ogni oggetto geometrico puo
considerarsi come un insieme connesso di punti €0 ogni numero un insieme
unitario di unita. Questaintuizione fu all’ origine dell’idea di usare lateoria
degli inslemi come metalinguaggio delle teorie matematiche, una volta che,
dopo ladimostrazione del carattere ipotetico-deduttivo e non apodittico delle
geometrie, divenne indispensabile dimostr ar e la coer enza delle teorie.

o Costitutivamente tale relazione esiste perché fra ogni coppia di grandezze
geometriche e/o numeriche esiste unarelazione di maggior azione (>)-

minor azione (<) fra grandezze, esattamente come fragli insiemi, in quanto
costruiti attraverso il teorema di Cantor, esiste un’intrinseca relazionedi or -
dinamento quantitativo legata ad una ancora piu fondamentale relazione di

maggior azione(>)-minorazione (=) frainsiemi (PA avracertamente una

cardinalita maggiore di A eviceversa) che presiede alarelazione di inclusio-
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nefrainsiemi. Dellerelazioni di fondazione di un ordinamento quantitativo
che di per s& non troviamo nell’ analoga fondazione dellarelazione di inclu-
sione mediante la nozione di classe.

P.es, laclasse de “laureati” € sicuramente inclusain quelladegli “universita-
ri” perché |’ essere (stato) universitario e condizione necessaria per laurearsi.
Ma da questa inclusione non ho alcunainformazione sul valore relativo delle
grandezze coinvolte, che potrebbero essere addirittura equivalenti. Tali incer-
tezze mancano in unateoria costruttiva degli insiemi (- teoriadelle class ha
un ambito piu vasto di applicazione dellateoriadegli insiemi).

e Cosl, sg, con il teoremadi Cantor, avessimo potuto dimostrare anche I’ esistenza di
insiemi-limite, quale il continuo matematico e piu ancoradell’insieme U, I'insieme
universale — e non soltanto supporlo come esistente, come avviene con laclasse U
—, Sl capisce la potenza di un tale metodo, se ricordiamo la strettarelazionefraU e
laVeritain logica Per questo talvoltal’ insieme (classe) universale e anche denotato
direttamente con V.
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¢ Viceversa, sappiamo come ogni tentativo di dimostrare |’ esistenza dell’ insieme uni-
versale U porta necessariamente ad un’ antinomia, tanto con i numeri cardinali
(I"'insileme U infatti in quanto “universale” dovra contenere qualsiasi altro insieme,
main quanto “insieme”, per esistere, dovra essere necessariamente contenuto in uno
di cardinalita maggiore), quanto con gli ordinali (non puo esistere un insieme ordi-
nale massimale infatti ogni ordinale contiene sotto di sétutti gli ordinali minori, ma
mal se stesso).

e Di qui lanecessita, per garantire la costruibilita, mediante il teorema di Cantor, al-
meno degli insiemi di cardinalita minore di U, di integrare lateoriadegli insiemi di
Cantor con |I’assioma dell’'insieme-potenza di VVon Neumann, che suppone cioe che
gli insiemi potenza “troppo grandi”, quelli che approssimano la cardinalitadi U, co-
stituiscano una classe e non un insieme. Si passa cioe da unateoria costr uttiva ad
unateoria assiomatica degli insiemi.

¢ Limitandoci, e di molto, ad illustrare I’ assiomatizzazione della teoria degli insiemi
solo rispetto alla nozione di esistenza, le tre principali teorie assiomatiche degli in-
siemi sono:
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1. Lateoriadi Zermelo-Fraenkel (ZF) che rimuove le antinomicita della teoria sem-
plicemente costruttiva, supponendo |’ esistenza degli inslemi minimali, ovvero gli
“individui”, o Ur-Elemente. L’ antinomicita della teoria costruttiva puo essere vi-
sta non solo rispetto agli insiemi massimali, ma anche rispetto a quelli minimali.
Gli “individui” infatti sono “insiemi” 0 no? E se si, come la teoria costruttiva
sembraimplicare, come giustificarli, visto che per esistere dovrebbero essere
Inclusi come sotto-insiemi del loro insieme- potenza, ma esso a suavolta, per esi-
stere, deve supporre che tutti i suoi sotto-insiemi, individui compresi, gia esista-
no...?

2.Lateoriadi Von Neumann-Goedel-Bernay (NGB) che rimuove le antinomicita
della teoria semplicemente costruttiva, supponendo |’ esistenza degli insiemi mas-
simali mediante il giacitato “assioma dell’ insieme-potenza’.

3.Lateoriadi Cohen che sceglie un’altra strada, quelladi indebolire la nozione di
Implicazione (inclusione) in logica, sostituendola con quella di forzatura
(forcing), nel senso che le premesse “forzano” non “implicano” in senso forte cer-
te conclusioni... [per un approfondimento di questi temi, rimando a nostro libro:
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G.BAsSTI & A. L. PERRONE, Leradici forti del pensiero debole, Padova-Roma,
1996].

4.2.4. Teoriaestensionale ddll’identita

Le strette relazioni fralogicadelle classi, del predicati e delle proposizioni consen-
tono di costruire unateoria estensionale dell’ identita, basata cioe su unateoriadella
significazione dei predicati cheriducel’analis del significato dei predicati stess alla
solaanalisi dell’ estensione (cio acui i predicati S riferiscono) del predicati stess,
senza considerare laloro intensione (cio che s intende con quei predicati).

Estensionalmente, due cose sono identiche, qguando i loro nomi denotano (signifi-
cano) la stessa cosa.
P.es.. diciamo che Marco Tullio eidentico a Cicerone

Simbolo identita; “="
Simbolo diversita: “#”
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¢ |ntensionalmente, due cose sono identiche, quando tutti i predicati che convengo-
no ad una convengono anche all’ altra, e viceversa.

(x=y)=VP(Px< Py)
(x#y)==(x=y)
e Larelazionedi identita, soddisfaaletrerelazioni, riflessiva, smmetrica etransi-

tiva:
4.Riflessiva: Vx(x=Xx)

5.Simmetrica: (Vx,y)((x=y)—(y=x))
6. Transitiva: (Vx, Y, z)(((x= y)A(y=2))—>(x= z))

4.2.5. Teoria estensionale dell’identita e class di equivalenza

e E chiaro chelateoria delle classi consente una (come vedremo subito: parziale) ri-
duzione della stessa nozione intensionale dell’ identita appenavista, in termini di e-
guivalenza di predicati, ad una estensionale in termini di classi di equivalenza,
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class cioe determinate da predicati fraloro equivalenti e che quindi denotano
un’unica classe, dato che I’ uguaglianza fra class si definisce nel termini dellaloro
equivalenza, dell’ avere cioe la medesima estensione. Ovvero:

(3P,Q)(Vx Y)((Px<>Qy) > (P <+ Q)) > (IP,Q)(Vx.Y)((P=Q) A(x=Y))

o |l carattere parziale di questariduzione, diviene subito evidente quando, p.es.,
sostituiamo ai predicati P e Qi predicati di LN “essere animali razionali” ed
“essere bipedi implumi”. E chiaro che ambedue questi predicati sono equiva-
lenti e percio determinano un’ unica classe di equivalenza, quella appunto
degli “uomini”. 1l che soddisfa pienamente la suddetta formula, in senso ap-
punto estensionale.

o E altrettanto chiaro, pero, cheil contenuto intensionale della formulain LN
non e pienamente soddisfatto, dato che definire descrittivamente la classe de-
gli uomini nei termini di “animali razionali” o di “bipedi implumi” non e af-
fatto equivalente, né alivello di cio che si intende con queste due predicazioni
(livello concettuale), né alivello delle rispettive proprieta naturali cui ci rife-
riamo con le due distinte predicazioni (livello ontico).
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o E evidente percio che unalogicadi tipo intensionale rimanda necessariamente
a delle soggiacenti ontologie, concettualiste, naturaliste e/o all’ intersezione
delle due, il cosiddetto concettualismo naturalista...
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5. Cenni di logica dellerelazioni
5.1.Relazioni e predicati

e Lalogica dellerelazioni ela parte fondamentale dellalogicaformale, perchélalo-
gica formale moderna, intesa come calcolo formale, e essenzialmente una scienza
dellereazioni.

e Unarelazione puo essere definita estensionalmente in logica simbolica, comeil si-
gnificato di un predicato n-argomentale, sia esso un predicato proposizionale
(non, et, vel, aut...) , Slaesso un predicato terminale. Viceversa, nellalogicaformale
un predicato puo essere definito come cio che denota una datarelazione frai suoi
argomenti, siano termini o0 proposizioni.

0 Nel caso dei predicati proposizionali, il senso o laconnotazione dellarela
zione denotata dal predicato e definita estensionalmente dalle rispettive tavole
di verita

0 Nel caso del predicati terminali, il senso o laconnotazione dellarelazione
denotata dal predicato e definita estensionalmente nei termini delle relative
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class di appartenenza degli elementi denotati dagli argomenti del predicato,
nonché della classe determinata dallarelazione e delle relazioni fra queste
class.

e L0 stesso significato intensionale di un predicato terminale mono-argomentale, co-
me ci0 che denota una certa proprieta (p.es., “I’ esser rosso” del sangue), puo essere
definito come denotazione di unarelazione a un termine, connotabile come (il cui
senso e dato dalla) relazione di appartenenza alla classe denotata dal predicato
mono-argomentale.

e Come s vede, dal punto di vista ontologico, in tutto questo non si esce dall’ambito
linguistico, non si fa cioe alcun riferimento né a stati o atti mentali, né a oggetti
extra-mentali.

5.2.11 ssimbolismo della logica delle relazioni

e | simboli delle relazioni possiedono tutte le proprieta delle del predicati mono-
argomentali nel senso che ogni relazione deter mina una classe, maconi piu tutte
le proprieta derivanti dal fatto che nei predicati e relazioni pluri-argomentali,

I’ or dine degli argomenti svolge un ruolo essenziae.
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e Generalmente, denotando una genericarelazione con R, € invalso da Russdll in poi,
per distinguere un ssimbolo di predicato da uno di relazione, porrelarelazionefrai
suol argomenti, ovvero invece di scrivere R(X,y) scrivere xRy.

e |’antecedente dellarelazione R denota cio che halarelazione R con qualche altra
cosa denotata dal conseguente. Es.: “padre’ nel caso in cui R denoti larelazione di
paternita.

e || conseguente dellarelazione R denota cio con cui qualcosa denotato
dall’antecedente ha larelazione R. Es.: “figli(/e/o/a)” nel caso in cui larelazione R
denoti la paternita.

e Laclassedi tutti gli antecedenti dellarelazione R viene denotata come il dominio
dellarelazione.

e Laclassedi tutti i conseguenti viene denotata come il codominio dellarelazione
[s noti che questa denominazione € |’ opposto di quella che si usa per le funzioni
(y=1(x)) dove eil termine passivo il codminio y ad essere evidenziato come antece-
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dente (= “cio che efunzione di”), ed e il dominio x ad occupare il posto del conse-
guente.

e Inogni caso, siaper lerelazioni che per le funzioni I’ unione del dominio e del co-
dominio e denotato come il campo o supporto dellarelazione (funzione).

e Larelazioneinversa R & quellacheil conseguente dellarelazione R ha col suo an-
tecedente. Es.: R denotala“figliolanza’ se R denota la“ paternita’.

e Altrerelazioni significative sono:

1. Simmetrica. Quando unarelazione e equivaente alla suainversa:
sim R=: (Vx,y)(xRy <> yRx) ovvero (VXx, y)(ny<—> xl-:\’y)
P.es., dove R denota“amicizia’.
2. Riflessiva. Quando sussiste fra qual cosa e se stesso:
refl R=: (Vx)xRx
P.es., dove R denota “identita”
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3. Transitiva. Quando sussiste frale coppie dei diversi elementi di una successione,
sussiste anche fragli estremi della serie:

transR=: (Vx,y,z)((XRy A yRz) - xRz)
P.es., dove R denota“piu grande di”.

4.1 dentica. Quando valgono congiuntamente larelazione transitiva, Smmetricaeri-
flessiva:
Id R=:transRAsSmRATrifl R

5. Prodotto relativo. Il prodotto (composizione) di due relazioni Re Q elarelazione
che esiste fra x e z se abbiamo xRy e yQz.

(ReQ)xz=:(3y)((xRy) A (¥Q2))
P.es., dove R denota “essere fratello”, Q “essere padre”’ e dungue il prodotto di
gueste due relazioni (“essere fratello di padre di”) ovvero il prodotto relativo

<(RoQ)>, denotalarelazione “essere zio paterno”. [Si noti I’ uso del quantificatore

esistenziale per significare che, se non esistesse almeno un termine intermedio y,
comune alle due relazioni, non si darebbe prodotto].
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6. Quadrato relativo. Il prodotto che ogni relazione ha con se stessa:
R*=: RoR
P.es.: dove R denota “essere padre di”, R denota “ essere nonno paterno di” e
iterando, <R’=: RoR*> denota “ essere bisnonno paterno di” e pitl in generale:

R'=: RoR™
5.3.Rdlazioni e funzioni descrittive

¢ |nfine, molto importante per la semantica modale e quindi per lalogicaintensionae
sono le cosiddette funzioni descrittive, corrispettivo nellalogica delle relazioni di
guelle descrizioni definite che abbiamo gia incontrato (cfr. slide 202), quando nella
logicadel predicati abbiamo affrontato il problema della quantificazione singolare.

e Dellefunzioni descrittive sl falarghissimo uso in matematica quando si vuole deno-
tareil singolo valore di una funzione, p.es. <sin x>, “seno di X’, che haun singolo

valore ben definito per ciascuna X.
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e Generalizzando, se R denotalarelazione di “maternita’, <R y> connotacio chein
L N costituisce la sostanzializzazione in un individuo — e quindi la“nominalizza-
zione singolare” mediante |’ articolo determinativo —, dellarelazione R, cioe “la
madre di y’ che, ovviamente, connota un singolo x (mater semper certa est) [o al-
meno |lo era: oggi non e detto che la madre biologica (partoriente) coincida con quel-
la genetica (che hafornito I’ ovulo), quindi la“relazione di maternita’ R oggi va de-
finitameglio, per poter definire con essa una funzione descrittiva. La“relazione di
paternita’, invece, ha sempre avuto di questi problemi...].
P.es., sey denota Sant’ Agostino, <R'y>, ovvero “lamadre di S. Agostino”, connota
In maniera definita e quindi denota univocamente Santa Monica.

e —> Siccome una funzione descrittiva connota sempre un individuo singolo esisten-
te, non ha senso scrivere “il figlio di Nog”, perché Noe ha avuto molti figli, né“il
padre di Adamo” perché non e mai esistito.

e Generalizzando si possono definire funzioni descrittive che connotano classi e non
individui. Le classl, infatti, essendo oggetti astratti, logici, differentemente dai gene-
ri naturali, supportano quellareductio ad unum, quell’ essere trattati come oggetti
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singoli (logicamente) esistenti , che un genere naturale, invece, in quanto entita ex-
tra-logica (collezione di individui naturali esistenti), “ sostanza seconda, esistente
non in s&, manel molti” assolutamente non supporta.

e || ssimbolo con cui inlogicas denota unafunzione descrittiva e quello chein ma-
tematica soprattutto i fisici usano per definire “un vettore di valori”, ovvero un certo
insileme di valori, in quanto costituiscono il dominio o, piu spesso, il codominio di
una certafunzione. Quindi in logica, datalarelazione xRy,
1.Dominiodi R: <I§ ' y> (0 anche <sgR’y> (dove sg sta per il latino sagitta, “frec-

cia’)), ovvero laclasse o insieme degli {x} che hanno con {y} larelazione R.
P. es, se Relarelazione di “paternita’, <F§ ' y> connota{x} che denotal’insieme

del padri, mentre {y} denotal’ insieme dei figli.

2.Codominio di R: <F?'x> (o anche <gsR’ x> (dove gs e un modo per denotare

I”inverso di sg), ovvero laclasse o insieme degli {y} con cui gli {x} hanno larela
zione R.
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P. es, seRelarelazionedi “paternita’, <F§ ' x> connota{y} che denotal’insieme
del figli, mentre {x} denotal’insieme del padri.
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Note

! Nei libri di logicain inglese @invalso di definire questi nomi comuni usati in forma
predicativa come sortal names. In effetti, gli appartenenti a un genere, in quanto indi-
vidui solo genericamente definite, sono distinti solo numericamente, ovvero in quanto
oggetto di un conteggio (sorting). E il classico dellariduzione di un individuo a“nu-
mero” che etipico di ogni predicazione scientifica, per I’ appunto generica. Degli indi-
vidui come tali (se vogliamo addirittura come “persone” che denota il massimo
dell’individualita) non si fa scienza (individuum non est scientia).
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